PevAU 2023 Ordinaria (Colisiones) Matemdticas Il en Andalucia Juan Antonio Martinez Garcia

' PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION  \1atevi4TicAS I
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLAY CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2022-2023

Instrucciones: a) Duracién: 1 horay 30 minutos

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4 ejercicios
cada uno.

c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

d) Se realizardn Unicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque al que
pertenezcan. En caso de responder a més de cuatro ejercicios, se corregirdn unicamente
los cuatro que aparezcan fisicamente en primer lugar.

e) Sepermitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni gréaficas ni con capacidad
para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la
obtencidn de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para valorar
la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
De entre todos los rectangulos de diagonal 10 cm (cada una), calcula las dimensiones del que tiene
mayor area.

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

. ., 1
Considera la funcion f (x)= Pk para x #0.
X[X
a) [1 punto] Calcula los intervalos de concavidad y de convexidad de f, asi como los puntos de
inflexion de su gréfica, si existen.
b) [1,5 puntos] Estudia y calcula las asintotas de la funcion. Esboza su gréafica.

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Determina la funcion f :(0, +oo) — IR, sabiendo que es dos veces derivable, su grafica pasa por el

punto (1,0), f'(e)=ey f”(x)=2In(x)+1, paratodo x>0 (In denota la funcién logaritmo
neperiano).

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Considera las funciones f,g:R — R definidas por f(x):‘x2 —]{ y 9(Xx)=x+5.

a) [1,25 puntos] Calcula los puntos de corte de las graficas de ambas funciones y esboza el recinto
que determinan.
b) [1,25 puntos] Determina el area del recinto anterior.
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’ PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO

PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS
DE ADMISION MATEMATICAS II

ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2022-2023

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
Sean las matrices

m+1 1 m-1
A=l 1 1 1 |, B=
m-1 1 m+l 2 21
a) [1 punto] Calcula m para que la matriz A tenga inversa.

b) [1,5 puntos] Para m = 0, resuelve, si es posible, la ecuacion matricial %AX +C*=B.

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

Considera las matrices A= ,B=(a¢ 1 1) y C=(111).

N < X
N X <
< X N

a) [1,5 puntos] Discute el sistema BA=C, segun los valores de «.

b) [1 punto] Resuelve el sistema, si es posible, para ¢« =0 y para o =1.

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Determina el punto simétrico de A(2,—4, —3) con respecto al plano que contiene a los puntos

B(LL12), C(0,1/31) y D(-3,0,3).

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

Dados los puntos O(0,0,0), A(2,-1,0), B(3,0,x) y C(-x,1,—1), los vectores OA, OB y OC
determinan un paralelepipedo.

a) [1,5 puntos] Calcula los posibles valores de x sabiendo que el volumen del paralelepipedo es 5

unidades cubicas.
b) [1 punto] Para x = 1, halla el area de la cara del paralelepipedo que contiene a los vértices O, Ay

B.
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

De entre todos los rectangulos de diagonal 10 cm (cada una), calcula las dimensiones del que tiene
mayor area.

x
Aplicamos el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo de catetos x, y.

X2 +y? =10 = y? =100— x> = y = /100 X*

El area del rectangulo es Base-altura = xy .

A(x):xy:x\/loo—x2 —J100X2 —x*; 0<x<10

Hallamos los puntos criticos de la funcion Area.

200x —4x3
A(X)=+100x> —x* = A" (X) = ——=
() (%) 24/100x2 — x*

200x —4x®

24/100%x% — x*

A(x)=0= =0=200x-4x’=0=>

x=0— Area=0

:>4x(50—x2)03{

50— x%=0-—> x> =50 — |x = /50 = 7.07

Estudiamos el signo de la derivada antes y despues de x = J50.

e Enelintervalo (0\/%) tomamos x = 5y la derivada vale

. — . 3
A(5)= 200-5-4-5 _ 500 >0. La funcién crece en (0\/%)
2(100-5*-5¢  +

e Enelintervalo (\/%,10) tomamos x = 8y la derivada vale
200-8—4.8° _ 448

A (8)= = <0. La funcién decrece en \/%,10 .
) 2,100-8” —8*  + ( )

La funcidn sigue el esquema siguiente.
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La funcidn tiene un maximo en x =+/50 .

Para x =+/50 tenemos que y =+/100-x? = 100—(«/5)2 =50

El rectangulo de area méxima con diagonal 10 cm es un cuadrado de lado /50 =7.07 cm.
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

Considera la funcion f (x)= ﬁ , para x#0.

a) [1 punto] Calcula los intervalos de concavidad y de convexidad de f, asi como los puntos de
inflexion de su grafica, si existen.

b) [1,5 puntos] Estudia y calcula las asintotas de la funcion. Eshoza su gréfica.

a) La funcidn la expresamos como una funcion a trozos.

f(x)= =

1 x(-x) x

Calculamos la derivada segunda y averiguamos cuando se anula.

_—;Lz—x’2 Si Xx<0
X
f(x)=1*
— =X Si x>0
X
-6 )
-4 _ 9
) 2x2 i x<0 3 —bx T Sl x<0
f (x): L = f (x): 6
—-2X 9l x>0 6x‘4:—4 i x>0
X

Esta expresion de la segunda derivada nunca se anula y en cada intervalo no cambia su
signo.

e Enelintervalo (—oo, 0) tomamos x = -1y la derivada segunda vale

f7(-1)= 6 _ —6<0. La funcion es concava (N) en el intervalo (—o0,0).

(-2)°

e Enelintervalo (0, +oo) tomamos x = 1y la derivada segunda vale f”(1)= 124 =6>0.

La funcién es convexa (U) en el intervalo (0,+oo).

La funcion es concava (N) en el intervalo (—o0,0) y convexa (U) en el intervalo (0,+). No
presenta puntos de inflexion, pues x = 0 no pertenece al dominio de la funcion.

b) Asintota vertical. x=a
¢ x=0 es asintota vertical?
-1 -1

)= e =g =
1 1
0=l e =g =
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x =0 es asintota vertical

Asintota horizontal. y=b

b= lim f(x)= lim == =0

2

X—>+00 X—>+0 Y —+00

. .1 1
b=lim f(x)=lim==—=0

X—>—0 X—>—00 X +w

y =0 es asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n

No tiene pues existe asintota horizontal.

Hacemos una tabla de valores y la representamos.

x<0 x>0

x |y= -1 X |y= L
__- % |- x

-2 | —0.25 0.5 4

-1 -1 1 1
-0.5 —4 0.25

Asintota vertical x =0
1 Convexa
Asintota horizontal y = 0 — N

-]

{_—1 si x<0

si x>0

28]

e

tn
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

Determina la funcion f :(0, +o0) — IR, sabiendo que es dos veces derivable, su grafica pasa por el
punto (1,0), f'(e)=ey f”(x)=2In(x)+1, paratodo x>0 (In denota la funcién logaritmo
neperiano).

Si la segunda derivada es f“(x)=2In(x)+1 su integral ser la derivada primera.

f'(x):jf”(x)dx:IZIn(x)+1dx:Zjln xdx+.|.dx:...

Integral por partes

Ilnxdx: u:lnx—>du:1dx :xInx—Jxldx:xlnx—J-dx:xlnx—x
X X

dv=dx >v=xX

...=2(x|nx—x)+x:2xln X—2X+x=2XxInx—x+ A
Si f’(e)=e entonces:

f (x)=2xInx—x+A

f'E )) }:>e=2e|ne—e+A:>e:2e—e+A:>
e)=e

La primera derivada queda f"(x)=2xInx—x

Si la primera derivada es f (x) =2xInx—x su integral sera la funcion.

f(x):Jf’(x)dx:IZXInx—xdx:ijlnxdx—'[xdx:...

Integral por partes

2 2
lenxdx: u=|nx—>du:1dx :X—Inx—JX—-ldx=
X 2 2 X
2

dv:xdx—>v=‘[xdx:x—
2

2 2 2 2 2 2
:X—Inx—Jﬁdx:X—ln x—ijxdx=x—ln x—l-x—:x—lnx—x—
2 2 2 2 2 2 2 2 4

2 2 2 2 2
ezl = e Y e Inx—x2+B
2 4 2 2 2

La funcion tiene la expresion f (x)=x*Inx—x*+B.
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Si su gréfica pasa por el punto (1,0) > f(1)=0.

f(x)=x*Inx-x*+B

f(1)=0

—0=1In1-?+B=[B=1]

La funcion tiene la expresion f (x)=x*Inx—x*+1.
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Considera las funciones f,g:R —R definidas por f(x)=|x"~1y g(x)=x+5.

a) [1,25 puntos] Calcula los puntos de corte de las graficas de ambas funciones y esboza el recinto

que determinan.
b) [1,25 puntos] Determina el area del recinto anterior.

a) Expresamos la funcion f(x) como una funcion a trozos.

X2-1=0=x?=1=x=+1=+1

x*—1 si Xx<-1
f(x):‘xz—l‘: —x?+1si “l<x<1
x* =1 si x>1

Buscamos los puntos de corte de las graficas.

f(x):‘xz—l‘

g(x)=x+5 =[x -1=x+5=

f(x)=9(x)

H
|
lg
H
A
N
|
H
H
—_
(o))
N—
[
+
ol
N

X*-1=x+5—>x*-x-6=0->x= = =

N
N |
=

-5
2

—li4/12—4-1-4 —1++/- ]
X*—1=—(x+5) > X’ +Xx+4=0—>x= 5 = 1_2 15 _ No existe

Como g(3) =3 +5=8yg(-2) =-2+5 = 3 los puntos de corte de las graficas son P(3, 8)y

Q(-2.3).

Hacemos una tabla de valores y esbozamos las graficas y el recinto que delimitan.

x [y=[-1  x |y=x+5
o3 2| 3
-1 0 -1 4
0 1 0 5

0 1 6

8 8
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(=]

\ g(x)

h

=x+5 5

Zona 3/

i

Zona|2

[4¥]

b) El recinto del cual queremos hallar el area lo dividimos en tres zonas.
Calculamos el area de cada una de ellas

Zona 1:

J'::x+5—(x2 —1)dx:[21x+5—x2 +1dX=I:21—X2 + X+ 6dx =

3 2
= —X—+X—+6x
3 2

T = {— (_1)3 + (_1)2 + 6(—1)}—{— (_2)3 + (_2)2 +6(-2) |=

s, 3 2 3 2
=}+1—6—§—2+12:4—Z+E= 13
3 2 3 3 2 |6
Zona 2:
J'lx+5—(—x2+1)dx=jlx+5+x2—1dx=f1 X2+ x+4dx =
-1 -1 -1
3 2 L 3 42 3 2
-1 -1
RS S R R (-1 +( ) +4(-1)|=
3 2 . 3 2 3 2
=E+g+4+l—g+4=8+g= 26
3 3 3 3
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Zona 3:
I3x+5—(x2—1)dx:jsx+5—x2+1dx:I3—x2+x+6dx:
1 1 1
3 2 3 2 3 2
= ——+X—+6 = ——+3—+63 — —1—+1—+61 =
2 ) 2
:—9+g+18+1—l—6=3+§+1=7+1= 22
2 3 2 2 3 3 |3
El area del recinto es la suma de estos tres valores: %4‘2—36 +% = % =18.16.unidades
cuadradas.
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
Sean las matrices

m+l1 1 m-1 0 4 2 0 01
A= 1 1 1 |,B={0 0 4/yC=/01 0
m-1 1 m+1 2 21 1 00

a) [1 punto] Calcula m para que la matriz A tenga inversa.

b) [1,5 puntos] Para m = 0, resuelve, si es posible, la ecuacion matricial %AX +C*=B.

a) Para que la matriz A tenga inversa su determinante debe ser no nulo.

m+l 1 m-1
A=| 1 1 1 |=(m+1)’+m-1+m-1-(m-1)°"—(m+1)—(m+1)=
m-1 1 m+l]

:m2+2m+1+2m—2—(m2—2m+1)—2m—2:

= +2m+ X +2m-2— i + 2m - X - 2m —2=4m-4
|A=0=4m-4=0=4m=4=[m=1]

El determinante de A se anula para m = 1. La matriz A tiene inversa para cualquier valor de m
distinto de 1.

b) Param = 0 la matriz A tiene inversa. Despejamos X en la ecuacion matricial.

LAX+c'=B=IAX =B-C*= AX :2(B—C4):>X =2A‘1(B—C4)
2 2

Calculamos la inversa de A.

1 1 -1
Al=1 1 1]|=1-1-1-1-1-1=-4%0
11 1
1 1 -1 ‘1j ‘1 1 ‘1 1‘
Adj| 1 1 1 1 -1 1 |-1 1 0 -
L OAG(AT) (k11 1) ‘1 —1‘ ‘1 -1 ‘1 1‘_1 > 0 o
A 4 7Y R T T O A R O ST | Y -
1A 2 2 0
1 - 1 -1 n
1 1 1 1|
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Obtenemos la expresion de X.

0 0 1Y/0 0 1) (1 0 O
C?=/0 1 0]|l0 1 0|=|0 1 0]=1
1 0 0/l1 0 0) (0 0 1
1 00
c*=Cc?*C?’=I1-1=1=/0 1 0
0 0 1
0 42 (100 (-1 4 2
B-C*=|0 0 4|-|0 1 0|=|0 -1 4
2 2 1)1l0 0 1 2 2 0
0 2 2Y-1 4 2 4 2+4 -8
X:2A’1(B—C4):2-— 2 0 210 -1 4|=—|2-4 -8-4 -4
2 =2 0)l2 2 o0 2 8+2 4-8
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

Considera las matrices A= ,B=(a¢ 1 1) y C=(111).

N < X
N X <
< X N

a) [1,5 puntos] Discute el sistema BA=C, segun los valores de a.

b) [1 punto] Resuelve el sistema, si es posible, para ¢« =0 y para o =1.

a) Obtenemos el sistema de ecuaciones asociado a la ecuacién matricial.

BA=C=(a 1 1)

N < X
N X <

z
x[=(1 1 1)=
y

Xa+y+z=1 ax+y+z=1
= (Xa+y+z ya+x+z za+x+y)=(1 1 )= ya+x+z=1;=>x+ay+z=1
Za+x+y=1 X+y+az=1

a 1 1
La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=| 1 « 1 |y la matrizampliada es
l 1 «
a 1 11
A/B= a 1 1}
1 1 al
VVemos cuando se anula el determinante de A.
a 1 1
A=[1 a l=a’+l+l-a-a-a=a’-3a+2
l 1 o
10 -3 2
A=0=a’-3a+2=0=1| 1 1 -2=(a-1)(a’+a-2)=0=
111 -2 |0
a-1=0-[a =1
_ _l+3=1:a
- OzZJrcx—2=O—>0(=_1lL ! _4.1.(_2)=_1i3= 2
2 2 -1-3
T e

Estudiamos tres situaciones diferentes.

CASO L. Si a #1 yor #-2
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En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la matriz
ampliada A/B y el nimero de incdgnitas (3). El sistema es compatible determinado (una
Unica solucién).

CASO 2.Si =1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
El sistema queda tan sencillo que lo analizamos sin usar los rangos.

X+y+z=1 X=1-A-p4
X+Yy+2z=1;=> {Tres ecuaciones iguales} = x+y+z=1=1y=f , B AeR
X+y+z=1 z=1

El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones)

CASO3.Sia=-2
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Estudiamos su rango obteniendo una matriz triangular equivalente utilizando el método de

Gauss.
Filal12+ 2 - Fila 28
-2 1 11 001 11
A/B=1—211:2_422
1 1 -21

0 -3 3 33— NuevaFila?22

Fila12 + 2 - Fila 32

501 1 1 2 1 11
5 2 4 9 =0 -3 3 3=
0 3 -3 3— NuevaFila3® 0 3 33

Fila 32 + Fila 22 — N8
0 3 .3 3 2 1 11
= 0 -3 3 3 =0 -3 33
0 0 0 6 NuevaFilaze| 20 0F°

A

La matriz A tiene rango 2 y la matriz ampliada A/B tiene rango 3. Los rangos son distintos y
el sistema es incompatible (sin solucidn).

Resumiendo: Si ¢ #1 ya #—2 el sistema BA=C tiene una Unica solucion, si a =-2 el
sistema no tiene solucion y si a =1 el sistema tiene infinitas soluciones.

b) Para a =0 el sistema tiene una Unica solucion la obtenemos a partir del sistema de
ecuaciones obtenido en el apartado a).
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y+z=1 y=1-z

X+z=1 X+z=1 X+z=1

X+z2=1;=>x+z=1,=> = = =72+2=1=>
X+1-z=1 Xx—2z=0 X=12

Xx+y=1 Xx+y=1

1
X=—
2

N |

=271=1=>|z2=

N =
N |-

y=1-

La solucion del sistemaes x=y=z= >

Para a =1 hemos obtenido las soluciones en el apartado a).
x=1-A-p4

Las soluciones son: 1y =/ , B, AeR
=41

www.ebaumatematicas.com
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Determina el punto simétrico de A(2,—4, —3) con respecto al plano que contiene a los puntos

B(112),C(0,1/31) y D(-3,0,3).

A
l
I-
I
T
]
|
|
|
Ir
|
|
oA’
Hallamos la ecuacion del plano m que contiene los puntos B, C y D.
u=CB=(112)- ( 11}:(1,31)
'3 3 x=1 y-1 z-2
7:{v=BD =(-3,0,3)-(112)=(4-1)==7:[ 1 2/3 1 |=0=>
B(LL2)er -4 -1 1
2. 2 8
=>—x-=-4(y-1)-z+2+—-(2-2)—-(y-1)+x-1=0=>
3 3 3
2. 2 8_ 16 5 5
=>—X———4y+4-724+2+-72-—-y+ L1 +xX-L=0=>-X-5y+-z=0=
3 3 Y 3 3 v+l 1 3 y 3

= 5Xx—15y+52=0=|7:x—3y+2=0)

Hallamos la recta r perpendicular al plano T que pasa por el punto A.

7:x-3y+2=0=n=(1-31)

A(2,-4,-3)er x=2+4
r<_. . =>|r:sy=-4-31
=n=(1-31) 7=-3+1

El punto medio M del segmento AA” es el punto de corte de la recta r con el plano .
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r:X=3y+2=0

X=2+A4
= 2+/1—3(—4—3/1)—3+/1=0:>
r<y=-4-341
2=-3+41

=2+4A+12494-3+1=0=2111+11=0=2111=-11=2A=-1=>

x=2-1=1
= y:—4—3(—1):—1:> M (1,—1,—4)
z=-3-1=-4

Elpunto A" es M + AM .

AM =(1,-1,-4)—(2,-4,-3)=(-13,-1)

A'=M +AM =(L-1,-4)+(-1,3,-1)=(0,2,-5)

El punto A" simétrico de A con respecto al plano que contiene a los puntos B, C y D tiene
coordenadas A"(0,2,-5)
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
Dados los puntos 0(0,0,0), A(2,-1,0), B(3,0,%) y C(~x,1,~1), los vectores OA, OB y OC

determinan un paralelepipedo.

a) [1,5 puntos] Calcula los posibles valores de x sabiendo que el volumen del paralelepipedo es 5
unidades cubicas.

b) [1 punto] Para x = 1, halla el &rea de la cara del paralelepipedo que contiene a los vértices O, Ay

B.

a) El volumen del paralelepipedo es el valor absoluto del producto mixto [@ @@J :

A
OA=(2,-1,0)—(0,0,0) =(2,-1,0)
0B=(3,0,x)-(0,0,0)=(3,0,x)
OC =(-x,1,-1)—(0,0,0) = (—x,1,~1)

2 -1 0
[@\, cﬁ,&]: 3 0 x|=0+x2+0-0-3-2x=x>-2x-3
-x 1 -1

Como el volumen del paralelepipedo debe valer 5 unidades cubicas tenemos:

x2—2x—-3=5-x>—2x-8=0— 1]

‘x2—2x—3‘:5:>
x2—2x—-3=-5-x2-2x+2=0-2]

2+6

=>X=2i\/(_2)2_41(—8):2i6: — TA=X
2 > =106
2-6 5
2
2.2 -412 24"
2l ( g :2i2/—4=Noexiste

Los dos valores buscados son x=-2y x=4.

b) Parax =1 los puntos son O(0,0,0), A(2,-1,0), B(3,0,1).
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Utilizamos la férmula del area de un paralelogramo como el médulo del producto vectorial
de los vectores OA y OB que lo definen.

A

oA=(2-10)] . . |' 1 X _
- —OAxOB=|2 -1 0|=—i+3k-2j=(-1-23)
0B=(3,0,1) 3 0 1

Area OAB =|OA x OB|= \/(—1)2 +(~2)° +3* = |14 = 3.74 unidades cuadradas
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