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' PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION

ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2021-2022

MATEMATICAS II

Instrucciones: a) Duracién: 1 horay 30 minutos

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4 ejercicios
cada uno.

c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

d) Se realizardn Unicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque al que
pertenezcan. En caso de responder a mas de cuatro ejercicios, se corregiran los cuatro
que aparezcan fisicamente en primer lugar.

e) Sepermitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni gréaficas ni con capacidad
para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la
obtencidn de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para valorar
la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

2

X +11 si x<0
- . - X—
Sea f la funcion continua definida por f(x) =
ax+b .
> sl x>0
(x+1)
a) Determina a y b sabiendo que f tiene un extremo relativo en el punto de abscisa x =2.

(1,5 puntos)
b) Para a=2 y b =-1, estudia la derivabilidad de f. (1 punto)

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Se quiere cercar un trozo de terreno como el de la figura, de modo que el area del recinto central

rectangular sea de 200 metros cuadrados. Sabiendo que el coste de la cerca que se puede poner en
T

los tramos rectos es de 10 euros por metro lineal, y en los tramos circulares de 20 euros por metro
lineal, calcula las dimensiones a y b del terreno para las que se minimiza el coste del cercado.

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Considere la funcion f :R——R definida por f (x)=e"sen(2x). Halla la primitiva de f cuya
gréafica pase por el punto (0, 0).
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Considera las funciones f,g:R—— Rdefinida por f(x)=1-x*y g(x)=2x".
a) Calcula los puntos de corte de las graficas de f y g. Esboza el recinto que delimitan. (1,25

puntos)
b) Determina el area del recinto anterior. (1,25 puntos)

’ PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO

PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS
DE ADMISION MATEMATICAS II

ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS
CONVOCATORIA ORDINARIA, CURSO 2021-2022

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

1 2 1
Considera la matriz A=|{1 1 1
1 -1 1

a) Calcula A™. (1 punto)
b) Calcula la matriz X de orden tres que verifica AX +(A—X )2 = X% +1, siendo I la matriz
identidad de orden tres. (1.5 puntos)

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

En un estudio del ciclo del suefio se monitoriza la fase NO-REM (es el momento del suefio que el
cuerpo utiliza para descansar fisicamente). Esta fase se divide a su vez en tres momentos: Fase |
(adormecimiento), Fase Il (sueno ligero) y Fase 111 (suefio profundo). Una persona dedica el 75% de
su suefio a la fase NO-REM. Ademas, el tiempo que dedica a la Fase Il es el doble que el de la Fase
I y I juntas. Por otro lado, a la Fase 1l se dedica el cuadruple que a la Fase 1. Si una persona ha
dormido 8 horas, ¢cuantos minutos dedica a las Fases I, 11 y I11 del ciclo del suefio?

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

. x=0 X+y=1
Considera las rectas r = ys= :
z=0 x—-y=1
a) Determina la ecuacion del plano que contiene a r y es paralelo a s. (1,5 puntos)
b) Determina la ecuacion del plano que contiene a r y es perpendicular a s. (1 punto)

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

2x+z=1
y=1

a) Calcula los puntos de la recta r que equidistan de los planos =, y 7,. (1,5 puntos)

b) Halle el angulo que forman los planos 7, y r,. (1 punto)

Considera los planos 7z, =x+y+2=0y 7, =X-2-1=0, asi como la recta r z{
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

2

X+l si x<0
. . . X—
Sea f la funcion continua definida por f(x) =
ax+b .
> sl x>0
(x+1)
a) Determina a y b sabiendo que f tiene un extremo relativo en el punto de abscisa x =2.

(1,5 puntos)
b) Para a=2 y b=-1, estudia la derivabilidad de f. (1 punto)

(@) Si la funcidn es continua debe serlo en x = 0.
Para ello debe cumplirse que lim f(x)=lim f(x)=f (0)
Xx—0" x—0"

2 2
lim £ () = lim X129+
X—0~ x—>0" X —1 0-1

. . ax+b 0O+b
lim f(x)=lim 5= > =
x—0" xao*(x+1) (0_,_1) —~lb=_1

0% +1
f(0)= = =-1

lim £ (x) = lim f (= £ (0)

2
X+l si x<0
La funcion queda f(x) = ax—1 _
> sl x>0
(x+1)
Ademas, f tiene un extremo relativo en el punto de abscisa x =2
La derivada debe anularse en x = 2. En el entorno de este valor la funcién es f(x) = %
X+
00 = a(x+1)° —2(x+1)(ax~1)
(x+l)4 ,
a(2+1) —-2(2+1)(2a-1)
=0° 2+1)°
t(2)=0 (2+1)

0=9a-6(2a-1)=0=9a-12a+6=6-3a=0=[a=2]

Los valores buscadossona=2yb =-1.
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X +1
x—1
2x -1
(x+1f

si Xx<0

y es continua.
si x>0

(b) Para a=2y b=-1 la funcion queda f(x)=

En R—{0} la funcion es derivable y su derivada es

2x(x-1)—-1-(x* +1) _ 2 —2x-x*-1_x*-2x-1
(x-1)° (x-1)° (x-1)°
2(x+1)" —2(x+1)(2x-1) 2(x+1)-2(2x-1) 2x+2-4x+2 -2x+4

7 = 3 = ; Si x>0
(x+1) (x+1) (x+1) (x+1)

si x<0

f7(x) =

Comprobamos si es derivable en x = 0.

0 : p . X2_2X—1 -1

FO)=lim F0=lim = = =7 = o

f,(0+):|imf’(X)zlim_2X+4:ﬂ:4 = ( );ﬁ ( )
x—0* X—>0" (X +1)3 1

La funcién no es derivable en x = 0.

La funcion es derivable en R —{0}.
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Se quiere cercar un trozo de terreno como el de la figura, de modo que el area del recinto central

rectangular sea de 200 metros cuadrados. Sabiendo que el coste de la cerca que se puede poner en
T

los tramos rectos es de 10 euros por metro lineal, y en los tramos circulares de 20 euros por metro
lineal, calcula las dimensiones a y b del terreno para las que se minimiza el coste del cercado.

El area del recinto central rectangular es Area=a-b = 200 =b= 200 :
T ar

Los tramos rectos miden 2a y cuestan 20a euros.

Los tramos curvos miden una circunferencia de radio b/2, por lo que miden 272"2 =zb, por lo

que cuestan 20zb
El coste total de la cerca es:

C(a, b) =20a+207zb 200 4000
_l’_—

200 = C(a)=20a+207r — =20a

b ar a

ar

Derivamos la funcién y la igualamos a cero en busca del minimo.

C(a)= 20a+gaOO =20a+4000a™ = C"(a)=20-4000a* =20 - 4290
C'(a)=0320_4ogo=02>4080=20:>4000=2032:>200=a2:>
a a

a=+200=14.14m

Sustituimos este valor en la derivada segunda para ver si a=+/200 es maximo o minimo.

C’(a)=20-4000a” = C""(a)=8000a"° = 8020 =
a
:>C”( 200 O): 8000 50
(v/200)
Con a=+/200 el coste C(a) de la cerca es minimo.
Para a=+/200 =14.14metros tenemos que b = 200 _~200 =4.5metros

J200r  «
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Considere la funcién f :R——>R definida por f (x)=e"sen(2x). Halla la primitiva de f cuya

grafica pase por el punto (0, 0).

Calculamos la integral de la funcion.

Integracion por partes
F(x) =I f(x)dx= Iexsen(Zx)dx =<sen(2x)=u—>2cos(2x)dx=du ;=
exdx:dv—>v=jexdx:ex

=e”sen(2x) —jeX2cos(2x)dx =e”sen(2x)— ZjeX cos(2x)dx =
Integracion por partes

=:c0s(2x)=u— —2sen(2x)dx = du ; =e*sen(2x)— Z[ex cos(2x)—_[—25en (2x)exdx] =
e*dx =dv —>v:.[exdx =e*

=e”sen(2x)—2e” cos(2x)+ ZJ' —2sen(2x)e*dx = e*sen(2x)—2e* cos(2x)— 4_[ sen(2x)e*dx

Tenemos que [ e”sen(2x)dx = e*sen(2x)—2e" cos(2x) -4 sen(2x)e*dx y despejando
obtenemos la expresion de la primitiva.

Iexsen (2x)dx =e*sen(2x)—2e* cos(2x) —4j sen(2x)e*dx =
= jexsen(2x)dx + 4'|'exsen(2x)dx =e”sen(2x)—2e* cos(2x) =
= 5jexsen(2x)dx =e"sen(2x)—2e* cos(2x) =

:>Ie%en(2x)dx= e sen(2x)—52e cos(2x) :%sen(Zx)— 2e

cos(2x)+K

X X

Tenemos que F(x)= % sen(2x)— 2:

cos(2x)+K .
Como la gréfica de la primitiva de f debe pasar por el punto (0, 0) > F(0) = 0.

X X

F(x) :%sen(ZX)— 2:

0 0
cos(2x)+K :%sen(o)—%cos(oﬁ K=0=

X X

:>—E+K:0:>K:g:> F(x):e—sen(Zx)—
5 5 5

cos(2x)+§

X X

La primitiva buscada es F(x):%sen(Zx)— € cos(2x)+§
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Considera las funciones f,g:R—— Rdefinida por f(x)=1-x*y g(x)=2x".
a) Calcula los puntos de corte de las gréficas de fy g. Esboza el recinto que delimitan. (1,25

puntos)
b) Determina el &rea del recinto anterior. (1,25 puntos)

a)

2
Para x=4_r\/i la funcion vale f \/i =1- 1 =1—£=E
3 3 3 3 3
Las dos gréficas se cortan en los puntos —\/i,g y \/i,E
33 33

Para eshozar las graficas obtenemos una tabla de valores.

x | f(x)=1-x* x | g(x)=2x
-1 0 -1 2
_\ﬁ 2 _t 2
3 3 3 3
0 1 0 0
1 2 1 2
3 3 3 3
1 0 1 2

\ flx)=1-x

] _ 1 3 =+ l
3 g(x) =2x 3
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b) Calculamos el valor de la integral definida de la diferencia de las dos funciones entre

1
3"

+

Area = I (1-x*—2x*)dx = I (1—3x2)dx:[x—x3]

=

1

ST

B

3 3 ¥ 3 3P 9

43
9

=0.77u?

Zﬁ_{_'o’j3+_3_££]3=2J§_23J§_2J§_2J§_6J§—2J§=
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

1 2 1
Considera la matriz A=|1 1 1
1 -1 1

a) Calcula A™. (1 punto)
b) Calcula la matriz X de orden tres que verifica AX +(A— X )2 = X?+1, siendo | la matriz
identidad de orden tres. (1.5 puntos)

a) Comprobamos que existe la inversa de A.

1 2 1
|A|:1 1 1|=-1+2-1-1+2+1=2=%0
1 -1 -

Existe la inversa y utilizamos la formula para su obtencién.

11 1 1 -1 ‘2 —j 2 1‘
+ - +
Adj|2 1 -1 1 -3 |1 - 11 o 1 1
Adj( AT 11 -1 1 1 1 1 1 1
A 2 2l L -1 -y [y 2
2 3 -1
1 1 1 1 1 1
+ - +
1 -1 |2 - 2 1
0 1/2 1/2
At=l1 -1 0
-1 3/2 -1/2

b) Despejamos X en la ecuacién matricial.

AX +(A—X)2:X2+I = AX +(A-X)(A-X)=X*+1=

— A+ A2 A~ XA+ XL = X7 4l = —XA=1-A2 =

:>XA:A2—I:>X:(A2—I)A’1

Sustituimos la expresion de cada matriz para obtener la expresion de X.
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1 2 1\y1 2 1 1+2+1 2+2-1 1+2-1 4 3 2
A>=|1 1 11 1 1 |=/1+1+1 2+1-1 1+1-1|=|3 2 1
1 -1 1)1 -1 1 1-1-1 2-1+1 1-1+1 -1 2 1

4 3 2 (100 3 3 2
A-1=l3 2 1|-]/0 1 0/=3 1 1
121100 1) |1 20
X:(AZ—I)A’l
3 320 1 1 6-4 3-6+6 3-2 2 3 1
X:%?: 1 1) 2 =2 0=%2—2 3-2+3 3—1=%0 4 2
12 0J)l—2 3 1 4  -1-4 -1 4 5 -1
1 3/2 1/2
X=l0 2 1
2 5/2 -1/2
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

En un estudio del ciclo del suefio se monitoriza la fase NO-REM (es el momento del suefio que el
cuerpo utiliza para descansar fisicamente). Esta fase se divide a su vez en tres momentos: Fase |
(adormecimiento), Fase Il (sueno ligero) y Fase 111 (suefio profundo). Una persona dedica el 75% de
su suefio a la fase NO-REM. Ademas, el tiempo que dedica a la Fase Il es el doble que el de la Fase
I y Il juntas. Por otro lado, a la Fase 11l se dedica el cuddruple que a la Fase I. Si una persona ha
dormido 8 horas, ¢cuantos minutos dedica a las Fases I, 11 y 11 del ciclo del suefio?

Llamamos X, y, z al nimero de minutos que se dedica a la fase I, 1 y 111 respectivamente.

“Una persona ha dormido 8 horas, por lo que en la fase NO-REM esta 8 - 0.75 = 6 horas = 360
minutos” 2> X+ Yy+2z=2360

“El tiempo que dedica a la Fase 11 es el doble que el de la Fase | y 11 juntas” > y = 2(x+ z)
“A la Fase 111 se dedica el cuadruple que a la Fase I” 2> z =4x

Reunimos las tres ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

X+Yy+2z=360

X+Yy+4x =360 5x+y =360
y=2(x+z) ;=

= = 5x+10x =360 =
y =2(x+4x) y =10x

Z=4x

360 y =240
=15x=360= |x=—=24|=
15 7=4.24=96

La persona dedica 24 minutos a la Fase I, 240 a la Fase 11 y 96 a la Fase I11.
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

. x=0 x+y=1
Considera las rectas r = ys= :
z=0 x—-y=1
a) Determina la ecuacion del plano que contiene a r y es paralelo a s. (1,5 puntos)
b) Determina la ecuacion del plano que contiene a r y es perpendicular a s. (1 punto)

a) Estudiamos la posicion relativa entre las dos rectas.
Hallamos un punto y un vector director de cada recta.

o [*7%  [r(000)
rs{ >r=qy=t=>r=q
2=0 -0 u, =(0,1,0)

X+y=1 X=1-y
sS= = y 1:>1—y—y:1:>—2y:0:>y:0:>x:1—0:1:>

x-y=1 X—y=
x=1 Q.(1,0,0)

=s=qy=0=>s=1
z=t Vs :(0’0’1)

Las rectas no son paralelas ni coincidentes, pues sus vectores directores no tienen coordenadas
proporcionales.

—>

Calculamos el valor del producto mixto {PQS,U

\

r

v } y decidimos si se cortan o cruzan.

—>

PQ, =(1,0,0)-(0,0,0)=(1,0,0)

Las rectas se cruzan.
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El plano m que contiene a r y es paralelo a s tiene como vectores directores los vectores
directores de las dos rectas y contiene los puntos de la recta r.

P.(0,0,0)ex

' X y z
u=u,=(010)}=>7=0 1 0=0=[z=x=0|
v=v,=(0,0,) 00t

b) Este plano solo es posible si las rectas son perpendiculares entre si, es decir, si el producto
escalar de sus vectores directores es nulo.

=)

=(0L0)| - -
010 v, =(0,,0)(0,0,1)=0+0+0=0

r

<l
I

(0,0,2)

S
Es posible encontrar el plano que contiene a r y es perpendicular a s.

El plano " que contiene a r y es perpendicular a s tiene como vector normal el vector director
de la recta s y pasa por un punto de la recta r.

P (0,0,0)en :
(00007 | _r(000)ex f=0-0-F=z=0

n=v . =(0,0,1) 7=0x+0y+z+D=0

www.ebaumatematicas.com
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

2x+z=1
y=1
a) Calcula los puntos de la recta r que equidistan de los planos 7, y 7,. (1,5 puntos)

b) Halle el angulo que forman los planos 7, y 7,. (1 punto)

Considera los planos 7z, =x+y+2=0y 7, =X—-2-1=0, asi como la recta r z{

Estudiamos la posicion relativa de los dos planos.
Comprobamos que sus vectores normales no son paralelos pues no tienen coordenadas
proporcionales, por lo que no son planos paralelos (son secantes, coincidiendo en una recta).

7 =x+y+2=0=n, =(110)

1 1 0
. :>1¢6¢_—1
7,=x-z-1=0=n,=(10,-1)
a) Hallamos las coordenadas paramétricas de la rectar.
X=A1
2x+z2=1 z=1-2x
r= _q = _q =>r=qy=1
V= Y= 7-1-24

Un punto P de la recta tiene coordenadas P(4,1,1-24). Calculamos la distancia del punto
P a cada plano.
P(4,11-22) [A+1+2  [4+3

=d
7[1EX+Y+2=0} (Pm)= 21 +02 2

P(1.11-22) }:jd(P _|a-(- 21) u _[32-2

m,=X—2-1=0 / 102+ 2

Igualamos las distancias para que el punto equidiste de ambos planos.

2+3 pa-2
= =

V2 2

d(P,ﬂl)Zd(P,ﬂ'z)Z>

A+3 32
2 2

=40

—>ﬁ+3=3l—2:>—22,:—5—>/1=g—> P(g,l,l—Zgja

Ar3_ 34 -»2+3——&$+2+41——L»ﬂ—:%—>P(:11 2(:))9

NE R

El Gnico punto de la recta r que equidista de los dos planos son F’l[g,l, —4) y P, (_le gj
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b) Elangulo formado por los planos es el &ngulo formado por sus vectores normales.
Utilizamos el producto escalar para obtener dicho angulo.

yn, _(110)0-Y)

N2 422 12 4 (1)

ﬂlsx+y+2:O:>rle(1,1,0) :cos(rT rTj— rT
n|-(n,

7, =x—7-1=0=n, =(1,0,-1)

:cos(rT nﬁ)—i—lj(; rT)—cosl 1 =60°
1072 _\/E\/E_Z 1172 - 2

Los planos forman un angulo de 60°.
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